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書評
村田安雄著『璽力的経済システムの最適制御』
?
政 励
本書は最適制御理論研究の泰斗村田安雄教授
が，近年発表された論文を中心に「動的経済シス
テム制御理論の全体像」（まえがき）を示されたカ
作である。内容的には，動的経済モデルを適用し
た現実問題解明への教授自身の試みを述べられた
部分に加え，経済学徒の必須過程としてはかって
ほどには採られなくなりつつあるが，動的最適化
の諸手法（ポントリヤーギンの最大原理の証明，
ベルマンの最適性原理の適用）を大学院生にも理
解できる範囲で，数学的飛躍なく教授されたと思
われる内容の記述の 2つの部分からなる。
本書の驚異的なところは，厳密で詳細に示され
ている計算過程の各式が，誤りないことはもとよ
り，誤植なく展開されていることである。数学書
では避けがたい上付，下付のギリシャ文字，ロー
マ字の区別の誤りさえみられない。強いてあけれ
ば， p7, €17, p9, 下から tl5,pl 79, €15に読す
にはさしつかえない僅かの誤植がある。読者は日」
刷上の問題に全く悩まされることなく計算過程を
辿ることに専念できるであろう。
本書は大きく分けて，経済学に利用される動学
的最適化の手法を概観した諸章（第1, 2, 3, 
8, 11, 12章）と，それらを応用して村田教授自
身が分析モデルを展開された章（第4, 5, 6, 
7, 9, 10章，ただし第4章は両方にかかわる）
の2つから構成されている。経済の動学分析の基
礎知識を得たい大学院生は前者を，経済モデルの
開発などを目指す研究者は後者の部分を参照する
ことで大いに禅益されよう。とくに後者の議論は，
問題の解をコンピユータによって直ちに数値計算
を行い得るように解公式の具体的な形が与えられ
ている点が特色である。
次に各章ごとに内容紹介と，評者が感じたコメ
ントを述べて書評の責をふさぎたい。
第1章「ポントリヤーギンの最大原理の新証明」
は，連続時間系におけるポントリヤーギンの最大
原理の厳密な証明を述べたものである。ここで与
えられている証明のクルーシャルな部分は，
Luenbergerが「関数解析による最適理論」（訳書
p258)でボントリヤーギンの最大原理の証明のた
めに提示した命題9_ 1 (本書の補助定理2) と，
グロンウォールの不等式（本書の補助定理1)で
ある。グロンウォールの不等式は Halkin(1967) 
('Topics in Optimization'. ed. by Leitmann)他
の証明もあり，村田教授は本章で別証を述べてお
られる。この 2つの手段を組み合わせて， Luen-
bergerに依拠されつつ，ポントリヤーギンの最大
原理の証明を完成されている。ポントリヤーギン
の最大原理という高峰へ登はんする一つの最短ル
ートが，本書第1章で展開されているといっても
よい。最大原理に対するもっと身近で手頃な解説
は， Dixit(「経済理論における最適化」）等多数あ
る。しかしより数学的厳密さを求めたい方には本
書第1章を読まれることをお薦めする。十分な達
成感を得られると思う。
第2章「投資の加速度原理の経済での安定化政
策」は，連続系最大原理の応用として， Phillipsの
国民経済の安定化をもたらす財政支出の動学経路
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を示すモデルと，その最適経路の位相図分析を紹
介する短い章である。ただ位相図分析の部分はも
う少し詳細な解説があっても良い気がする。
第3章「離散時間ダイナミックプログラミング
の方法と消費計画への応用」では，まず第2節で
確実性下のダイナミックプログラミング (D.P.) 
問題の解を一次制約，二次目的関数の場合につい
て求める。最初に 1変数体系で，次にn状態変数
体系の行列形式で，最適性原理を用いて計画末か
ら時間逆順に煩雑な式を丁寧に追いながら解の一
般形を導出している。この手続は本書で最後まで
繰り返し登場する次のものである。
Y1=Ayぃ +B砂制約下で
~in• J =}: pt-I {p厨 (1/2)Yt'Qyt}という
問題を解くプロセスを考える。
まず計画終端T期の状態変数に対する付加条件
の下で，微分法により計画終端期の最適制御を導
出する。次にその最適制御を目的関数に代入して
その期の価値関数の表現を求める。このT期の価
値関数をベルマン方程式に代入し，微分法により
T-1期の最適制御を求めるとともに， T-1期
の価値関数を求める。……という繰り返しで時間
逆的に離散的動学最適化問題の解の具体的表現を
求める。
次に第3節において，このD.P. の方法を適用
して各期に 2世代が存在する世代重複モデルで，
将来の全世代の割引現在価値を最大にする Dia・
mondの2世代最適消費計画の最適解の導出が述
べられる。
第4節で， D.P. の基本方程式がHolmesの離
散型最大原理の極値条件に対応していることを示
す。
次いで第5節において， Samuelsonの最適資産
選択・消費計画モデルに上述の原理を適用し，各
期の最適消費及び危険資産比率を明示する。
第6節で確率的D.P. 問題を解くに当たって，
各期の確率的価値関数を求めることは困難だが，
その導関数は容易に求めうるとして，価値関数の
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導関数を用いる極値条件を提示した Chowの手
法と数値計算アルゴリズムを掲げる。
第7節では，確率的最適制御問題をとり上げる。
撹乱項を含む線型の状態変数方程式， 2次形式の
目的関数をもつ問題の最適解をD.P. の方法で求
め，解の明示的表現を与える。ここで有限期最適
解の極限として，無限期間最適問題の解を導出し，
その解の表現形式がラグランジュ乗数法をもちい
て無限時間視野の問題を解いた Turnovskyの結
果と一致することを示している。さらに無限時間
視野問題については有限視野D.P. 問題の解を極
限移行する方法よりも，ラグランジュ乗数法の方
が直裁かつ簡単に求まることが示される。
第8節では，耐久消費財と非耐久消費財に家計
の消費支出を区分すると共に，家計の効用関数が
非耐久消費財フローと耐久財ストックの 2つに依
存すると仮定するときの，各期における両消費財
の最適消費を求めている。
コメントとしては，各期の耐久消費財購入量に
よって，家計のもつ資産ストックが上昇していく
という制約式，および耐久消費財で増大をする家
計資産が家計の資金借入制約に利いているという
前提をみる限り，耐久消費財購入を貯蓄と置き換
えた場合両者に相違があるのだろうかという思い
も浮かぶ。
以上のように第3章は動的最適化の諸手法の間
の関係について，詳細でかつ緻密な説明がなされ
ていて，斯分野の硯学である村田教授の大学院の
講義を聴くような気にさせられる。敢えて意見を
述べれば，われわれは離散時間系と連続時間系の
最大原理に微妙な相違があることをあまり認識し
ていない。もちろん村田教授はその相違を区別さ
れていて， Holmes型最大原理として離散型の極
値条件を第6章4節に掲示されている。しかし，
この部分は第3章のなかに含める方が第2章まで
の連続時間型の分析との区別がつきやすいのでは
なかったろうか。
また第6章4節でも Holmes型最大原理の証
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明はカットされているが，これも掲げて頂く方が
第1章の議論との対比がより浮き彫りにされたの
ではないかという気がする。
第4章「ライフサイクル理論による消費経路」
では第3章の議論を受けて異時点間最適消費理論
を展開したものである。
消費者は一生涯の消費のための資金（受贈遺産，
就業中の所得，退職後の年金）から，将来にわた
る消費計画を立てる。将来の各時点の消費効用と，
死亡した際遺産を家族に残すことから得られる効
用の期待値を最大化する問題を解くとする。
このとき個人は就業期間中は死亡しないが，退
職後はある与えられた死亡確率に従うと予想する
と仮定する。そして各期の期待効用の総計を最大
化するとする。ここで期待効用がとられるのは状
態変数自身が撹乱項を含むからではなく，消費者
自身が自己の生存や死亡についてのある確率を予
想しているためである。したがって通常の不確実
性下の経済モデルとはやや趣が異なる。
本章では，各期の最適消費を与える式をベルマ
ンの最適原理を用いて導出する手順を詳細かつ明
快に示している。
さらに消費者が，年齢別所得や，年齢別死亡率
についてのわが国の現実のデータを前提して行動
するとしたうえで，かつKotlikoff= Spivakと同
じ効用関数の下で，各期の最適消費と保存資産ス
トックを導出している。
コメントとしては，本章では単純化のため，消
費者は就業中は死亡確率ゼロ，引退後ある所与の
確率で死亡すると考えているという仮定をおく
が，これは結論に影響を与える想定ではないか。
ここのデータにより得られる年齢別最適消費や
資産保有量（図4-1 a, 4 -1 b)をみると，消費
は22オから引退の65オまで増加を続け， 65オ以後
逓減する形となっている。とくに所得は45オをピ
ークに逓減しているにもかかわらず，消費の増加
が続き60オから引退期65オまではマイナス貯蓄を
行っている。したがって保有資産も60オ以降逓減
を続けるという結果が現れている。このマイナス
貯蓄は，採用されている効用関数(Hall型効用関
数）のためであると村田教授は述べられているが，
死亡確率を65オまでゼロとしたことにもよるので
はないか。つまり消費者が死亡したら消費を享受
できないという考えから，消費を急いだためとい
う側面はないのかとの思いがよぎる。
第5章「エプスタイン＝ヅィンの異時点間効用
関数」では，前章で示したライフサイクル消費仮
説による消費計画では，引退直前期にマイナス貯
蓄が発生するのは，採用されている異時点間効用
関数に問題があるとして登場した， Epstein=Zin 
の異時点効用関数の導入過程を詳細に述べる。ま
ず各期の期待効用の現在価値の総和という Hall
型でなく，各期の効用が経常消費と，その期から
先の将来の期待効用という 2つの要因から成る
CES型効用関数で定義される Epstein=Zin型効
用関数（評価関数）を導入する。
まずEpstein=Zin効用関数の含む 2つのパラ
メータ，現在消費と次期以降の効用との代替を反
映するパラメータ (p)と将来効用の危険回避を反
映するパラメータ (a)が等しいと， Neuman=
Morgenstern型効用関数に帰着することを示す。
次にEpstein=Zin効用関数の下での最適消費
計画をn種の資産がある場合について取り上げ
る。各個人が資産総額を，それを構成する n種の
資産の構成割合を選んで最適に変え得るとしたと
きの異時点間最適消費，最適資産構成問題を解い
ている。
この問題のオイラ一方程式において p=aとお
けばHall型効用関数の下のオイラー方程式に帰
着することを示し， Epstein=Zin型効用関数の一
般性を明らかにした，緻密な議論が展開されてい
る。
なおここでCAPMC(Capital Market Line) 
の語の説明が省かれているが，その説明がどこか
に挿入されていれば有用ではなかったかと思われ
る。
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第6章「2地域最適発展の投資配分と期間別貯
蓄率」において取り上げられる問題は，以下のも
のである。中央政府（または国連のような中央計
画局）が先進，後進の 2地域の 1人当たり資本ス
トック量の違いを，計画期間Tで修正するため先
進地域の税収のうちから一定割合を後進地域に回
し，後進地域の資本形成に充てる定常的再配分政
策を行う。次にその中央政府による地域間再分配
を前提とした上で，各地方（両国）政府が最適貯
蓄政策を採用し，自地域の可処分所得からの毎期
の消費フローからの効用和の最大化を目指すとす
る。このとき両地域の 1人当たり資本の時間経路
を位相図分析によって検討するのがここの目的で
ある。先進地域は鞍点均衡に収束する可能性が強
い。しかし後進地域は先進地域からの資本流入の
影響を受けるため鞍点収束は必ずしも示されない
という帰結が述べられる。
コメントとしては，先進地域から後進地域への
資本移転がある場合，両地域の最適発展経路の違
いを明らかにする位相図分析が詳細に展開されて
いて，煩雑になる 2部門分析の手本を与えている。
ただ，政府の資本移転額の最適決定についての議
論は不十分ではないか。数値例でも政府は，両地
域の 1人当たり資本ストックが計画終端期に均等
化するという目標を満たす実行可能解だけが求め
られている。
以下その他のコメントを述べる。
第一に，両地域の最適貯蓄率を導出する数値例
を与える際に，計画期間Tで両地域の 1人当たり
資本が等しくなる実行可能解では，先進地域の税
収のうち，後進地域への移転率(3=0.608, /3= 
0.554という値を採用しているが，これは高すぎる
のではないか。
第二に，税率 1:=0.2などは妥当な値であるが，
数値例で先進国または途上国において，税収＋最
低生存水準消費が1に等しくなるように税率が定
められるという条件を課しているが，含意が今一
つ不明である。
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第三に，先駆モデルである Bagchiの数値例と
村田教授のモデルの値との比較でいうと，村田教
授の数値例の場合両地域の貯蓄率はまだ収束して
いないようにみえる。
第四に，先進地域と後進地域の格差是正が1人
当たり資本の均等におかれるという考えについて
である。途上国は人口増加率が高く，既発展国は
人口増加率が低い。既発展国から途上国への資本
移転はある程度必要だろうが， 1人当り資本の均
等まで進める必要があるのかという疑問である。
また先進・後進地域を一国内で考える場合， 1 
人当たり資本の高い地域から低い地域への資本移
動を行うとするが，人口増加率が高い都市部と人
口増加率の低い農村部で，いずれが一人当たりス
トックが高いか，実際のデータで確認する必要が
あるだろう。
第五に，両地域の一人当たり生産関数の相違は
存在するとされているが，分析に当たり両地域で
の生産関数の違いが及ぼす影響についての議論は
ないようである。
第六に，両地域とも可処分所得からその一定割
合が資本建設に回される（途上国はそれに加え先
進地域からの無償の資本移転が加わる）として，
異時的効用関数の最大化を目指しているが，両国
とも税収として徴収された部分は何に利用される
のか。税収が目的関数の独立変数に入っていない
ので，先進地域の税収分は，後進地域への移転分
だけ減じられ効用も減少する部分の考慮がなされ
ない。一方途上国の税収からの効用は考えられて
いないため，いずれの国も税収分の効果が無視さ
れているので途上国側が過大のウェイトをおかれ
て，逆の不公平をもたらさないかという気がする。
第 7 章「累積債務国の貯蓄•投資の異時点最適
化」においては，対外債務累積国の一人当たり対
外債務と，一人当たり資本ストックという 2種類
の状態変数をもつ動学モデルにおいて，その国の
計画終端の状態変数の評価額，すなわち計画終端
に残存する対外債務の（マイナス）評価額＋同じ
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く資本ストックの（プラスの）評価額と，計画期
間中の毎期の消費の効用の総計を合算した値から
なる目的関数を最大化する最適モデルを展開す
る。
本モデルがHolmesの離散型最大原理を用い
て解かれている。その際2変数モデルであるにも
かかわらず， 1人当たり債務のシャドウプライス
の動学式が簡単な一階差分方程式として完結する
ために， 1人当たり資本ストックのシャドウプラ
イスの計算が容易化させられている点が注目され
る。
コメントとして，第一に，モデルの設定に関し
て，国際収支の赤字はその国の投資支出が貯蓄を
超過する部分と財政支出が税収を超過する部分，
そしてその期の対外債務利払いをまかなうために
発生するとしている点である。この対外債務制約
方程式では，輸出および輸入によって発生する部
分が捨象されている。貿易収支の黒字によって，
対外債務返済をする途は考えられておらず，返済
の方法としては専ら貯蓄の増加と増税による途の
みに限定されたモデルである。もしG(財政支出）
分を輸出， T(税収）分を輸入に対応するものと
してモデルを再構成すればこの問題は避けうる。
しかしその際， G-Tが対外債務の減少に対応す
るので，この部分の符号を逆転させた分析になろ
う。
第二に，数値例で1人当たり債務のシャドウプ
ライスを D.P. の手法で時間逆的に解くに当た
り，所与とされている計画期末債務評価額入を決
める必要がでてくる。この値をいかように定める
かが，残された問題になるのではなかろうか。村
田教授自身も試みられているように，パラメータ
入の値を絶対値で大きくしていくと，得られる最
適貯蓄率の経路は大幅に上方シフトしているの
で，入の値の確定が問題かもしれない。
第三に，数値分析において，生産関数をコプ＝
ダグラス型だけでなく， CES型のケースも取り入
れられた実証分析を行っておられる。そして代替
の弾力性が高まると貯蓄率が上昇するという結果
をえられているが，代替の弾力性が高まるにつれ
資本を労働で置き換え可能となるので，貯蓄率は
低下させなくても良いのではないかという考えが
まず浮かぶ。
逆に資本による代替がより可能であるがゆえ
に，むしろ貯蓄率を増大させるべきと考えるべき
なのか，直観的理解についての解説が欲しい気が
する。
第四に，数値例の計算はT=5で切られており
貯蓄率の値は収束しているか否かが不明のように
思える。
第8章「離散動学ゲームのフィードバック解」
では，動学モデルの解を求めるに当たり D.P. を
応用する例として， 4つのタイプの動学ゲームの
解法が述べられている。
まず同一商品を 2企業が生産している（後でn
企業が存在するように拡張されるが）複占市場で
のクールノー＝ナッシュ解を求める。
各プレイヤーは一つの制御変数を持ち， m次ベ
クトルで表される各期の状態変数が，両プレイヤ
ーの制御変数値と前期の状態変数ベクトルに関
し，線型となる動学方程式が与えられる。各プレ
イヤーの損失が状態変数ベクトルの二次形式で与
えられる。このとき各プレイヤーの0期からT期
までの損失合計を最小化する。
まず最初に各プレイヤーが自己の制御変数の値
を決めるに当たり，各時点で相手方の制御変数値
は所与とみなすクールノー＝ナッシュ均衡解を求
める。このときも D.P. の最適性原理が用いられ
る。これは Kydlandの動学ゲームの解を述べたも
のである。
次に上のモデルを各人が一つづつ制御変数を持
っn人モデルに拡大し，さらに 1人の先導者と
(n -1)人の追随者がいる動学ゲームの解であ
るシュタッケルベルク解の形を求める。
解の求め方は，先導者が計画の初めから計画末
までの解を求めると，追随者がそれらの各期の値
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を知って，自己の最適コントロールを決める。そ
の追随者の行動を情報力で圧倒的に優位の先導者
が知った上で，自己の最適行動をT期から順に時
間逆的に求めていくというモデルである。
次にこのモデルの状態変数方程式に撹乱項を加
えた場合のシュタッケルベルク型動学ゲームの解
をD.P. の方法で求め，それが確定系の解と同一
となることを明らかにする。
さらに目的関数が状態変数の二次形式の項の
外，制御変数の二次形式も含むようにした場合の
クールノー＝ナッシュ解，シュタッケルベルク解
の求め方まで拡張しておられ，本章は各種動学ゲ
ームの解き方の総覧という趣である。
第9章「2国間非協調政策の動学ゲーム」では，
ある国の貨幣供給量変化が，その国の経済だけで
なく貿易相手国にも影響を及ぼすOudiz= Sachs 
モデルが取り上げられる。両国はお互いに為替レ
ート変化→実質利子率変化を通じて，国内財およ
び消費者物価，国内財産出水準という 3つの基本
の状態変数に影響を及ぼし合っている。本章では
この 2国からなる経済システムにつき，両国の経
済変数の連関を表す動学的状態変数方程式を導入
し，次に各々の国が自国の産出量の2乗マイナス
物価上昇率の2乗という形で与えられる経済パフ
ォーマンスを評価する，異時的効用の和を最大化
する問題を考える。さらにこの問題をD.P. の手
法を使い，計画期末に自国の為替レートが定常値
に到るという付帯条件をつけて時間逆的に解き，
クールノー＝ナッシュ解を導出する。
次にこの解を数値例で検討する。両国の効用関
数，需要•生産構造を表すパラメータが同一であ
る（しかしパラメータの値は種々に変化させた）
特殊ケースで，各期の最適貨幣供給量を導出する。
とくに貨幣供給量が自国・他国の国内財価格，消
費者物価，国内財産出水準という状態変数の値に
対し決まる一次式（フィードバックルール）を明
らかにし，パラメータ値を変えることによるこれ
ら係数値の変化を検討する。
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コメントとしては，村田教授はパラメータ変化
による係数値変化を一般化した命題として述べる
ことに慎重であられるが，幾つかの興味深い帰結
ー一割引因子が大きい場合は，物価上昇が起きる
とき貨幣供給を減少させて，物価沈静化を図るの
が最適政策であるが，割引因子が小さくなると現
在を重視するため，物価上昇が起きても貨幣供給
量を減少させない政策が最適であることなど―
が命題として提示できるのではなかろうか。
第10章「3国間時間整合的シュタッケルベルク
政策」は，第9章の 2国間モデルを 3国間モデル
に拡張し，さらにそのうちの一国，たとえば基軸
通貨国が主導者となり，他の2国が追随者となる
動学ゲームのシュタッケルベルク解を求めること
を行ったものである。すなわちある特別の一国が
特別の情報力を持ち，他の2国の政策決定方程式
を完全に知っているという条件下で，自国の異時
的効用関数を最大化する行動をとるとする。
この動学ゲームの解を前章と同じく，終端期に
為替レートがある均衡に達するという追加仮定を
おいてD.P. の手法で求めている。さらに各国の
貨幣供給量を状態変数の一次式で説明するフィー
ドバックルールを導出する。ただしこの動学ゲー
ムの数値解を求めるに当たり， 3つの国の経済構
造は同ーであるという仮定がおかれており，主と
してOudiz= Sachsと同一の仮説データを用いた
計算がなされている。
最後にパラメータの値を変えたときのフィード
バックルールの政策係数の検討を行っている。
第11章「ベイズ推定に基づく異時点間最適政策
値」では，状態変数方程式が制御変数に比例する
項と撹乱項の和からなり，目的関数が状態変数の
一次式の項と制御変数の 2乗の項の和からなると
いうモデルで，状態変数方程式の係数のベイズ推
定がなされる時の最適制御政策がとりあげられ
る。ここで最適解を求めるため，評価関数の非線
型項の一部のみについてテーラー展開で近似した
式により計算を行う方法がとられているのがやや
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奇異な気もする。
最後に，第12章，第13章は， D.P.の適用という
よりも，時系列モデルや動学的産業連関モデルを，
線型システム論や最適制御論の枠組みに組み込む
際の，手順や留意事項を整理し貴重である。
以上数値計算の部分に関しては「500行位のプロ
グラム」（まえがき）を走らされるというご労苦の
末に導かれた結果に対しての超越的コメントも含
め，コメントと内容紹介を述べさせて頂いた。
本書は，村田教授が離散型動学システムの最適
解を，種々の経済問題を例に D.P. の手法を用い
ることで具体的に導出された，教授自身の展開さ
れた結果を多く含む論文から構成されたものであ
る。われわれ後に続く者にとって内容の濃い本書
を詳細にフォローすることにより， D.P. の含意
と， D.P. の威力を大いに認識させられる。 D.P. 
の経済学への応用例をこのような厳密かつ詳細な
レベルで展開した書は殆ど見当たらない。本書の
出版の意義は大きい。
敢えて願望を述べさせていただくなら，D.P.や
動学ゲームの分野では状態変数の制約式が一次
式，評価関数が二次式というモデルの研究がほと
んどであり，本書もその枠組み内にある。斯学の
大先達の村田教授に一般的関数形や非線型分析の
分野への導入についての書をご出版頂ければあり
がたい。
村田教授自身さらに最近はオプション価格理論
など，不確実性下の最適モデルの種々のモデルに
研究を拡げられておられる。これらを集大成した
書が引き続き出版されることも大いに期待した
い。
（関西大学出版部， 1998年9月刊， A5版， x+
308ペー ジ， 3600円）
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